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Resume 

Le theoreme classique de Cartier-Milnor-Moore-Quillen donne une 
equivalence entre la categorie des bigebres cocommutatives connexes et 
la categorie des algebres de Lie. On definit ici une equivalence analogue 
entre la categorie des bigebres dendriformes connexes et la categorie des 
algebres braces. Cette equivalence est donnee par le foncteur "Prim" 
des elements primitifs d'un bigebre dendriforme et le foncteur "algebre 
dendriforme enveloppante" d'une algebre brace. 
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Introduction 

On etudie ici un analogue du couple forme par une algebre de Lie et son 
algebre associative enveloppante. Le role de la notion d'algebre associative 
est joue par celle d'algebre dendriforme, introduite par Loday [12, 13, [L4|] 



comme structure duale au sens des operades de celle de digebre. Le role de 
la notion d'algebre de Lie est tenu par les algebres braces, apparues d'abord 
dans les articles de Kadeishvili Q et Getzler || sur l'homologie des algebres 
^oo, et plus recemment dans les travaux sur le complexe de Hochschild et 



la conjecture de Deligne, notamment ceux de Kontsevich et Soibelman 11] 
et de Gerstenhaber et Voronov ]?], 0]. La notion d'algebre pre-Lie issue des 
travaux de Gerstenhaber || et Vinberg [^] joue aussi un role dans la suite. 

On reinterprete en termes d'operades des resultats de Maria Ronco qui 
montrent qu'une algebre dendriforme est en particulier une algebre brace 



[ 20 1 , en introduisant l'operade des algebres braces et un morphisme d'operades 
dans celle des algebres dendriformes. 

On introduit une notion de bigebre dendriforme, voisine de la notion 
d'algebre de Hopf dendriforme introduite independamment par Ronco dans 



[20 1, mais qui en differe par la presence d'une unite. La presence de cette 

unite offre des avantages techniques, dont celui de simplifier certaines demonstrations. 

On definit ensuite l'algebre dendriforme enveloppante d'une algebre brace 
B, notee U(B). Par analogie avec le fait que l'algebre associative envelop- 
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pante d'une algebre de Lie est une bigebre, on montre que l'algebre dendri- 
forme enveloppante d'une algebre brace est une bigebre dendriforme. 

Si W est une bigebre dendriforme, il est demontre dans [20| que Pensem- 



ble Prim(W) des elements primitifs pour la structure de cogebre sous-jacente 
est une sous-algebre brace de W. 

On montre que, si B est une algebre brace, alors B = Vi\m.U{B) et que, 
reciproquement, si D est une bigebre dendriforme connexe (comme cogebre), 
alors D ~ Z//(Prim(D)). On obtient ainsi une equivalence de categories 
qui forme un analogue dendriforme/brace du theoreme de Cartier-Milnor- 
Moore-Quillen. 

Le plan de Particle est le suivant : 

La premiere partie contient des rappels sur les differents types d'algebres 
utilises et sur certaines relations entre eux. 

Dans la seconde partie, on introduit l'operade Brace qui decrit les algebres 
braces en termes d'arbres enracines plans, on en donne une presentation par 
generateurs et relations et on definit un morphisme d'operades de Brace dans 
Dend. On retrouve ainsi le fait que toute algebre dendriforme est une algebre 
brace, etabli par [20|. On demontre enfin deux propositions techniques qui 



seront utilisees dans la suite de Particle. 

La troisieme partie est consacree a Pintroduction des notions d'algebre 
dendriforme unitaire et de bigebre dendriforme. On rappelle que, d'apres 
Ronco, les elements primitifs d'une bigebre dendriforme forment une sous- 
algebre brace, puis on enonce deux lemmes sur les bigebres dendriformes, qui 
joueront un role important dans la suite. On montre ensuite que l'algebre 
dendriforme libre est une bigebre dendriforme, pour le coproduit introduit 



par Loday et Ronco dans [15 |. 



La quatrieme partie contient des enonces generaux sur les suites exactes 
courtes d'operades, les ideaux d'operades et les adjoints des foncteurs d'ou- 
bli entre categories d'algebres induits par les morphismes d'operades, pour 
lesquels on n'a pas trouve de references dans la litterature. 

Dans la cinquieme partie, on definit l'algebre dendriforme enveloppante 
d'une algebre brace L, et Pon montre que c'est une bigebre dendriforme, 
au sens de la seconde partie. On applique cette construction aux cas des 
algebres braces libres et des algebres braces de produits nuls. 

Enfin, dans la sixieme partie, on montre que le foncteur algebre dendri- 
forme enveloppante U etablit une equivalence de categories entre la categorie 
des algebres braces et celle des bigebres dendriformes connexes, dont le quasi- 
inverse (inverse au sens des equivalences de categories) est le foncteur Prim 
des elements primitifs. 
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1 Rappels sur les algebres dendriformes et pre-Lie 



On rappelle ici, pour la commodite du lecteur et pour les notations, la 
definition des differents types d'algebres utilises. Les notions d'algebre den- 
driforme et d'algebre de Leibniz duale ont ete introduites et developpees par 
Loday, voir []l^, 13, 14]. Les algebres pre-Lie ont ete introduites independamment 

pour des resultats 



par Gerstenhaber || et Vinberg [21]. On renvoie aussi a 
sur l'operade correspondante. 



Une algebre dendriforme est un espace vectoriel W muni de deux pro- 
duits notes -< et y de W (g) W dans W tels que 

(x -< y) -< z = x -i (y -< z) + x -< (y y z), (1) 
(x y y) < z = x y (y -< z), (2) 
x y (y y z) = (x >~ y) >~ z + (x -< y) y z. (3) 

On note D(V) l'algebre dendriforme fibre sur un espace vectoriel V, voir 



[14, 2.4] pour sa definition en termes de l'operade Dend. Si (W, -<, y) est une 
algebre dendriforme, on note * le produit defini par x*y = x~<y + xyy. 
C'est un produit associatif. On note Was l'algebre associative (W, *). Cette 
construction definit un morphisme d'operades As — > Dend. 



Une algebre pre-Lie est un espace vectoriel W muni d'une operation o 
de W <g> W dans W telle que 

(x o y) o z — X o (y o z) = (x o z) o y — x o [z o y). (4) 

On note PL(V) l'algebre pre-Lie fibre sur un espace vectoriel V, voir Q 
pour sa definition en termes de l'operade PreLie. Si (W, o) est une algebre 
pre-Lie, on note [, ] le produit defini par [x,y] = x o y — y o x. C'est un 
crochet de Lie. On note Wue l'algebre de Lie (W, [,])■ Cette construction 
definit un morphisme d'operades Lie — > PreLie. 



Une algebre de Leibniz duale ou Zin-algebre est un espace vectoriel W 
muni d'un produit note • de W ig) W dans W tel que 

(x -y) ■ z = x ■ {y ■ z) + x ■ {z ■ y). (5) 

On note Z(V) la Zin-algebre fibre sur un espace vectoriel V, voir fi~4| , 
7.1] pour sa definition en termes de l'operade Zin. Si (W, •) est une Zin- 
algebre, on note * le produit defini par x*y = x- y + y-x. C'est un produit 
associatif et commutatif. On note W^com l'algebre associative commutative 
(W, *). Cette construction definit un morphisme d'operades Com — ► Zin. 



Si (W, -<,y) est une algebre dendriforme, on note o le produit defini 
par xoy = x<y — yyx. C'est un produit pre-Lie. On note WpreLie 
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l'algebre pre-Lie (W, o). Cette construction definit un morphisme d'operades 
PreLie — > Dend. 

En posant y>~x = x~<y = x-y,on peut considerer une Zin-algebre 
W comme une algebre dendriforme, qui est symetrique au sens ou x -< 
y = y >- x, pour tous x, y dans W. Ceci definit un morphisme d'operades 
Dend — > Zin. 

Reciproquement, on observe que toute algebre dendriforme symetrique 
au sens ci-dessus provient d'une Zin-algebre par cette construction. II y a 
done equivalence entre la notion d'algebre dendriforme symetrique et celle de 
Zin-algebre. La condition de symetrie entraine la commutativite de l'algebre 
associative H^As- 

On rappelle les morphismes d'operades bien connus Lie — > As — > Com. 
Les foncteurs correspondants entre categories d'algebres consistent respec- 
tivement a associer a une algebre associative l'algebre de Lie dont le crochet 
est le commutateur du produit associatif et a considerer une algebre com- 
mutative comme une algebre associative. 

En resume, on a le diagramme suivant de morphismes d'operades : 

Zin < Dend < PreLie 

| | (6) 

Com < As < Lie . 

On verifie aisement qu'il est commutatif. 

Si V = (V(k))k>i est une operade telle que ^(l) soit engendre par 
l'identite, alors il existe un morphisme naturel de V dans l'operade triviale 
(reduite a l'identite). On note V+ = {V(k))k>2 le noyau de ce morphisme 
d'augmentation. 

Les deux lignes du diagramme (^) sont exactes au sens suivant : on a 
Com ~ As / < Lie + > et Zin ~ Dend / < PreLie + >, ou < > designe l'ideal 
engendre. Ceci signifie que les algebres commutatives sont exactement les 
algebres associatives dont le crochet de Lie sous-jacent est nul. La proposi- 
tion similaire pour les Zin-algebres est 1' identification decrite plus haut avec 
les algebres dendriformes symetriques. 

Si V est une operade, on notera V — Alg la categorie des "P-algebres. 



2 L'operade des algebres braces 

On definit une operade APE sur les arbres enracines plans, qui a ete 



implicitement introduite par Kontsevich et Soibelman [10, 11]. On en donne 
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ensuite une presentation par generateurs et relations qui permet de l'iden- 
tifier avec l'operade Brace des algebres braces utilisees par Gerstenhaber 
et Voronov || [7|]. Cette description en termes d'arbres presente l'avan- 
tage de rendre visuelle la combinatoire des produits braces. Les produits 
braces ont ete generalises par Akman [| en des produits multi-braces, 
dont Peventuelle relation avec ce qui suit reste a clarifier. On montre que le 
morphisme PreLie — > Dend se factorise via l'operade Brace, le morphisme 
Brace — > Dend etant une interpretation en termes d'operades des resultats 
de [p0| . La section se termine par des propositions sur les ideaux de Dend 
engendres par les images de Brace+ et PreLie+. 

2.1 Definition 

Soit / un ensemble fini non vide. On appelle arbre enracine plan sur / 
la donnee d'un graphe connexe sans boucles sur l'ensemble de sommets /, 
muni d'un sommet distingue appele la racine et d'un plongement dans le 
plan. On dessine les arbres avec la racine en bas et on considere les aretes 
comme orientees vers la racine. 

Supposons l'arbre T dessine dans le demi-disque superieur ouvert 

V + = {(x, y) e M 2 | y > et x 2 + y 2 < 1}, 

sauf la racine placee au point x = y = 0. On appelle angle de T une paire 
(s, a) ou s est un sommet de T et a une composante connexe de B e (s)n(T> + \ 
T) oil B t {s) est un petit disque de centre s. On note Angles(T) l'ensemble des 
angles de T. On munit naturellement Angles(T) d'un ordre total de gauche 
a droite, de la fagon suivante. En considerant un angle comme une direction 
issue d'un sommet, on peut tracer un chemin de chaque angle vers un point 
du cercle unite. On peut aussi supposer que ces chemins ne se coupent pas. 
On obtient alors un point du demi-cercle associe a chaque angle. L'ordre 
de ces points de gauche a droite ne depend pas des chemins choisis pourvu 
qu'ils ne se coupent pas. Ceci definit l'ordre total voulu, voir la figure 

Cette notion d'angle est due a Kontsevich jH]], p. 29-30], de meme 
que la composition de l'operade qui suit. 

On note AVE (I) l'ensemble des arbres enracines plans sur I et APE(J) le 
Z-module libre sur AVE {I). Soit T G AVE (I). Si j est un sommet de T, on 
note Entr(T, j) l'ensemble totalement ordonne de gauche a droite des aretes 
entrantes en j. On peut alors considerer l'ensemble des fonctions croissantes 
au sens large de Entr(T, j) dans Angles(S). 

On definit une operade APE sur les modules APE(I). La composition 
d'un arbre S £ AVE (I) au sommet j d'un arbre T € AVE(J) est definie 
par 

to jS = y, To J 5 < ( 7 ) 

/:Entr(TjHAngles(S) 
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Fig. 1: Angles d'un arbre plan 



oil / est une application croissante au sens large et T oj S est I'arbre obtenu 
par substitution de I'arbre S au sommet j de T, les aretes de T entrantes 
dans j etant greffees sur S selon Papplication /. On donne un exemple dans 
la figure avec 11 angles pour 5 et 2 aretes entrantes dans le sommet 1 de 
T, ce qui donne 66 termes dans la composition. 

Proposition 1 La composition ci-dessus definit une operade APE. 

Preuve : On verifie aisement les axiomes d'unite, d'associativite et 
d'equivariance. □ 

2.2 Presentation 

On montre maintenant que l'operade APE admet une presentation par 
generateurs et relations qui permet de l'identifier a l'operade des algebres 
braces. 

On note Corl n (l; 2, . . . , n + 1) ou simplement Corl n la corolle a n feuilles 
indexee par {l,...,n + l}, la racine portant l'indice 1, les feuilles les indices 
2, . . . , n + 1 dans l'ordre de gauche a droite. On va prendre des elements 
C n correspondant a ces corolles comme generateurs. Les relations entre ces 
corolles sont celles entre les operations xi{x2, • • • , x n+ \} des algebres braces, 
voir |7|, Eq. (6)] par exemple. Ces relations expriment une composition de 
corolles a la racine comme une somme de compositions multiples aux feuilles. 

Proposition 2 L'operade APE est isomorphe au quotient de l'operade li- 
bre sur la famille de generateurs C n en n + 1 variables pour n > 1 (on 
note {x\ | X2, ■ ■ ■ , Xn+l} ^ es operations correspondantes) par les relations 
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Fig. 2: Quelques termes d'une composition 



qui s'expriment en termes d 'operations de la f agon suivante : 

{{z | x±,...,x n } \ yi,...,y m } = 
^{z|y ,{xi \Y 1 },Y 2 ,{x 2 \Y 3 },Y i ...,Y 2n „ 2 ,{x n \Y 2n „ 1 },Y 2n }, (8) 

ou la somme porte sur les partitions de I 'ensemble ordonne {yx, . . . ,y m } en 
intervalles successifs eventuellement vides Yq U Y\ U • • • U Y 2n . 

Preuve : On note Brace l'operade quotient considered. Elle decrit exacte- 
ment les algebres braces au sens de Q. On definit un morphisme d'operades 
k de l'operade libre sur les C n dans APE en posant n{C n ) = Corl n . Comme 
les corolles verifient les relations @, le morphisme k passe au quotient et 
definit un morphisme d'operades (3 : Brace — > APE. 

La surjectivite de k est claire, car tout arbre s'obtient par composition 
de corolles aux feuilles. Le morphisme (5 est done surjectif. 

D'autre part, on deduit des relations (||) que Ton peut definir un mor- 
phisme surjectif de Z-modules 7 de APE(n) sur Brace(n). La composee fio^f 
est surjective, done un isomorphisme de Z-modules libres. Par consequent 7 
est injective, done bijective et (3 est un isomorphisme d'operades. □ 

Cette proposition permet d'identifier les operades APE et Brace. On 
appelle algebres braces les Brace-algebres. On note B(V) Palgebre brace 
libre sur un espace vectoriel V. 
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2.3 Un morphisme de Brace dans Dend 

On definit dans cette section un morphisme d'operades de Brace dans 
Dend. 

On definit par recurrence des elements /„ et \ n de Dend : 

f\ (Xi) = Xl, /Vi (Xi, . . . ,X n ) = XI -< / n -x (x 2 , ■ ■ .,!„), (9) 

et 

X 1 (x x ) = xi,\ n+1 (xi, . . . ,x n+ i) =\ n (xi, ...,x n )y x n+ i. (10) 

Par la suite, on notera simplement /" et \ en omettant le nombre d'argu- 
ments lorsque cela ne prete pas a confusion. 

On a alors la proposition suivante : 

Proposition 3 II existe un unique morphisme d'operades t/j de Brace dans 
Dend tel que pour tout n, ip(Corl n ) E Dend(n + 1) soit V operation qui a 
xi, . . . , x n +i associe 

n+l 

y^(-l)' / (X 2 , • • • , Xi) >- Xi ^ \ (x i+ i, . . . , X n+ l), (11) 
i=l 

expression sans ambiguite par la formule (||) , et oil on convient que les ter- 
mes pour i = 1 et i = n + l sont respectivement 

xi ~< \ (x 2 , . . . ,x n+ i) et / (x 2 , . • • ,x n+ i) >- xi. (12) 

Preuve : L'unicite est claire puisque que les operations Corl n engendrent 
Brace. 

On peut prouver la compatibilite aux relations (|8|) en adaptant la preuve 
du theoreme 3.4 de ^0|. On peut aussi en donner une preuve legerement 
differente, qu'on ne detaillera pas ici, basee sur la description de l'operade 
Dend en termes d'arbres binaires plans [fbf |. □ 

2.4 Un morphisme de PreLie dans Brace 

On definit dans cette section un morphisme de PreLie dans Brace. On 
renvoie le lecteur a Q pour la description de l'operade PreLie en termes 
d'arbres non-plans enracines et la definition precise de cette notion. 

Proposition 4 // existe un unique morphisme d'operades 4> de PreLie dans 
Brace tel que 

<j)(x\ ox 2 ) = {xi | x 2 }. (13) 

Ce morphisme est donne par la symetrisation des arbres : si T est un 
arbre enracine non-plan indexe par un ensemble I, (p(T) est la somme des 
arbres enracines plans isomorphes a T comme arbres enracines non-plans. 
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Preuve : L'unicite resulte du fait que PreLie est engendree par Poperation 
x\ox 2 . L'existence est un calcul immediat avec la relation qui definit PreLie. 
Pour la seconde assertion, il suffit alors de verifier que l'application de 
symetrisation definit bien un morphisme d'operades, ce qui est clair par 
la forme des compositions en termes d'arbres dans les operades PreLie et 
Brace, voir section 2.1 et j§. □ 

II est clair que le morphisme compose tp o <p coincide avec le morphisme 
de PreLie — > Dend defini dans la premiere section. 

2.5 Ideal engendre par l'image de Brace + dans Dend 

La proposition suivante permet d'identifier Poperade quotient de Dend 
par Pideal engendre par ^(Brace_)_). 

Proposition 5 Les images de PreLie+ et de Brace+ dans Dend engendrent 
le meme ideal. L'operade quotient de Dend par cet ideal est l'operade Zin. 

Preuve : On a deja vu dans la section 1 que Zin est le quotient de 
Dend par Pideal engendre par PreLie+. II reste done a montrer la premiere 
assertion. 

Comme <j> fait de PreLie une sous-operade de Brace, on a clairement une 
inclusion o (/>(PreLie+)) C (V(Brace+)). Pour montrer la reciproque, il 
suffit de montrer que ^(Corl^) appartient a (^o0(PreLie)), pour tout n > 1. 

On rappelle que ^(Corl^) est, par definition, Poperation qui a x±, . . . , x n+ \ 
associe 

-x\^ \ (x 2 , ■■■ , x n+ i) y x\ + (-l) n+1 / (x 2 , X n+ l) 

n 

+ Yj^Y S ( X2 ' ■ ■ ■ >~ Xl ^ \ (Xi+1, X n +l)- (14) 

i=2 

Pour chaque terme de la somme de i = 2 & i = n, on utilise la relation 

y (x 2 , ■ ■ ■ ,a?i) >- xi -< \ (x i+1 , . . . ,x n+1 ) 

i / (x 2 , ...,Xi)* \ (x i+1 ,. . .,x n+1 )) y x t , 

modulo (ijj o 0(PreLie)). On reecrit aussi le terme correspondant a i = 1 : 

x\ -< \ (x 2 , x n+1 ) =\ (x 2 , . . . , x n+ i) y xi, 

modulo (ip o ^(PreLie)V On obtient done au total 

- \ (x 2 , x n+ i) y xi + (-l) n+1 / (x 2 , . . . , x n+ i) y xi 

n 

+ / (x 2 , ...,Xi)* \ (x i+1 ,. . . ,x n+ i)) y xi, 

i=2 
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c'est-a-dire une expression de la forme Z >- x\, ou 



\ (x 2 , • • • , x„+i) + (-1)" +1 / (x 2 , . . . , 

n 

+ ^2(- l Y{ / (%2, ...,Xi)* \ (X i+ l, . . .,X n+1 )). 



i=2 



Le lemme 2.6 de [^] dit exactement que Z est nul dans Dend, ce qui termine 
la demonstration. □ 

2.6 Ideal a gauche engendre par l'image de Brace 

On montre dans cette section que l'ideal a gauche (au sens defini ci- 
dessous) engendre par l'image de Brace + dans Dend est un ideal. 

On rappelle qu'un S-module E est une collection de 6 n -modules E{n) 
pour n > 1. Si e m € V(m), f n S V(n) et i G {1, . . . , m}, on note e m o, /„ 
la composition de f n a la place i de e m . On renvoie le lecteur peu familier 



avec les operades a la reference standard [16 ]. 

Definition 1 Un ideal a gauche dans une operade V est un sous-S-module 
J tel que pour tous f n € J{n), e m £ V{m) et i £ {l,...,m}, on ait 

&m °i fn £ 3 ' ■ 

On peut rapprocher cette notion de celle d'ideal a gauche dans un anneau 
associatif. En particulier, un ideal est aussi un ideal a gauche. 

Voici un critere simple pour montrer qu'un ideal a gauche est un ideal. 
La demonstration est une consequence facile des axiomes d'operades et est 
laissee au lecteur. 

Lemme 1 Soient V une operade et J un ideal a gauche de V . Soient E un 
systeme de generateurs de V comme operade et F un systeme de generateurs 
de J comme ideal a gauche. Alors J coincide avec l'ideal engendre par F 
si et seulement si, pour tout e n dans E(n), tout f m dans F{m) et tout 
i G {1, . . . , m}, on a f m o { e n £ J. 



Soit J l'ideal a gauche engendre par l'image de Brace + dans Dend. On 
aura besoin de deux lemmes preliminaires sur le S-module quotient de Dend 
par J. 

Lemme 2 Pour tout entier non nul n, on a dans Dend(ra) modulo J , 

/ (x n , . . . ,xt) =\ (xi, . . . ,x n ). (15) 

Preuve : Par recurrence sur n. La formule est vraie pour n = 1. Soit 
maintenant n > 2 fixe et supposons la formule verifiee pour tous les entiers 
strictement inferieurs a n. On a /* (x n , . . . ,xi) = x n -< / (x n -i, . . . ,xi), 
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done par hypothese de recurrence, /* (x n , . . . , x\) = x n -< \ (xi, . . . , x n _i). 
Ceci se reecrit modulo J ', en ajoutant ^(Corl n _i(x n ; a?i, . . . , x n _i)), 
n-i 

/" (xi, . . . ,Xi) y x n -< \ (x i+ i, . . . ,x n _i). (16) 

»=i 

On va utiliser le sous-lemme suivant dans une seconde recurrence decroissante 
sur k. 

Sous-lemme 1 Pour k > 2, modulo J , on a 

k 

^J(-l) 1 / (Xl, ...,Xi)>-Z~< \ (Xj+l, ...,X k ) = 

1=1 

fc-1 

^(-1)* / (yi, • • • ,y0 >- a -< \ {y i+ i, y*_i). (17) 

i=l 

oil m = xi y X2 et yi = Xi + \ pour 2 < i < k — 1. 

Preuve du SOUS-lemme : La difference entre les deux membres est 

xi y (-0(Corl fc _i(z; x 2 , . . . , x k ))), 

qui appartient bien a J. C.Q.F.D. 

Par application repetee du sous-lemme a la formule (0), on la reecrit 
\ (xi, . . . , x n ), ce qui termine la demonstration du lemme. □ 

On note Pli(j9, q) l'ensemble des permutations de {1, . . . ,p + q} telles que 
a(p) < ■■■ < a(l) et a(p + 1) < • • • < a(p + q). Ces permutations sont des 
battages ou on a renverse l'ordre d'une des deux parties avant de battre. 

Le lemme suivant permet de reecrire toute operation de Dend modulo J 
comme une somme sur certains ensembles de battages. 

Lemme 3 Pour tous entiers strictement positifs p, q, on a modulo J , 

\ (X p ,... ,X X ) >- Z </ (Xp+ q ,... ,X p+1 ) = ^ \( X a(l),---,X a(p+q) ,z). 

a&\\(p,q) 

Preuve : Par recurrence sur le couple (p,q). La formule est vraie pour 
{PiQ) = (1) !)■ P ar l e lemme on a, modulo J7", 

z ~4 /* (Xp+q, . . . , Xp+l) =\ l (Xp+l, . . . , Xp+q) y- Z =/* (Xp+g, . . . , Xp-|_l) y Z. 

On en deduit que 

\ (xp, . . . , xi) y z -< / (x p+q , ... , xp+i) = 

( \ (xp, . . . , x 2 ) y xi -< / (xp+g, Xp+i)) y Z 

+ ( \ {x P , ...,x x )y x p+q -< / (xp+q-i, x p+1 )) y Z. 
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Ceci permet de conclure sans difflculte. □ 
On va maintenant demontrer la proposition suivante : 

Proposition 6 L 'ideal a gauche J engendre par I 'image de Brace+ dans 
Dend est un ideal. 

Preuve : D'apres le lemme [l], et en tenant compte de l'automorphisme 
de Dend donne par la symetrie des arbres plans, il suffit de verifier que 
V>(Corl n )oj -< est dans J pour tout j. On distingue deux cas, selon que la 
composition est dans la racine ou dans une feuille de la corolle, c'est-a-dire 
j = 1 ou j > 1. 

On traite d'abord le cas de la composition a la racine, c'est-a-dire 

V>(Corl n (z; xx,..., x n )) o z (w -< t), (18) 

soit encore 

n 

£(-1)* / (x 1} ...,Xi) y {(w ^t) ^\(x i+ i,...,x n )), (19) 
i=0 

ce qui est egal modulo J , par application du lemme |2|, a 

n 

J^(-l) i \ (x u ...,Xi) y (tyw^^{x i+l ,...,x n )). (20) 

i=0 

On utilise deux fois le lemme || pour reecrire ceci comme une somme sur i 
et sur un ensemble de battages. Chaque battage s'obtient alors pour deux 
indices i successifs, done contribue par zero a la somme, qui est done nulle. 

On traite de fagon similaire le cas de la composition dans une feuille, en 
se ramenant a une somme de battage a l'aide des lemmes |2| et |3| □ 



3 Bigebres dendriformes 

On se place dans cette section et dans toute la suite sur un corps K. 
On definit des notions d'algebre dendriforme unitaire et de bigebre dendri- 



forme. Apres avoir rappele que, d'apres |2(|, les elements primitifs d'une 
bigebre dendriforme D forment une sous-algebre brace de -DBrace , on enonce 
quelques lemmes sur les bigebres dendriformes qui seront utiles dans la suite. 
On donne une premiere famille d'exemples de bigebres dendriformes : les 
algebres dendriformes libres. 



3.1 Definitions 

On introduit d'abord une notion d'algebre dendriforme unitaire, voir 



[14, p. 32, (5.5.4)]. Je remercie Maria Ronco pour m'avoir signale une erreur 
importante dans une version precedente de cette definition. 
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Definition 2 On appelle algebre dendriforme unitaire un espace vectoriel 
W muni d'une decomposition W = K • 1 © V et de deux applications -<,>-: 
V ®W + W §$>V — > V telles que (V, ~<, y) soit une algebre dendriforme et 
que, pour tout x G V, on ait 

1-<x = x>-1 = 0, , s 

(21) 

x^,l = lyx = x. 

Si D est une algebre dendriforme, alors D := K • 1 © D est naturellement 
munie d'une structure d'algebre dendriforme unitaire. On associe une algebre 
associative unitaire augmentee a une algebre dendriforme unitaire en posant 
x*y = x~<y + xyyet 1*1 = 1. 

A l'aide de la remarque qui identifie les Zin-algebres aux algebres dendri- 
formes symetriques, on definit de maniere analogue la notion de Zin-algebre 
unitaire. 

On appelle algebre dendriforme unitaire filtree (resp. graduee) une algebre 
dendriforme unitaire W munie d'une nitration (resp. d'une graduation) 
(W n ) n >o telle que 1 € Wq et si x S W p et y S W q , alors x -< y € W p+q 
et x >- y € W p+q . L 'espace gradue associe a une algebre dendriforme uni- 
taire filtree est naturellement une algebre dendriforme unitaire graduee. 

Si W est une algebre dendriforme unitaire, on note W + le second fac- 
teur de la decomposition W = K • 1 © W + . Un morphisme d'algebres 
dendriformes unitaires / : D\ — > Di est une application qui respecte les 
decompositions et telle que f(l) = 1 et / : — > D% soit un morphisme 
dendriforme. Ceci definit la categorie des algebres dendriformes unitaires, 
notee Dend — Alg —u. Le lemme suivant est evident. 

Lemme 4 Le foncteur D i— ► D de Dend — Alg dans Dend — Alg — u est une 

equivalence de categories, de quasi-inverse W i— ► W + . 



On introduit maintenant une notion de bigebre dendriforme. Cette defi- 
nition est voisine de celle donnee par Ronco dans [2C] sous le nom d'algebre 
de Hopf dendriforme. La difference reside dans la presence d'une unite, qui 
simplifie quelque peu la forme des axiomes et de certaines demons-trations, 
au prix d'un certain abus de notation. 

Definition 3 On appelle bigebre dendriforme une algebre dendriforme uni- 
taire W = K • 1 © V munie d'un coproduit coassociatif A : W — > W © W 
verifiant les conditions suivantes : 

- A(l) = 1(8)1, 

- la projection sur K ■ 1 parallelement a V est une coiinite. 

Ces conditions entrainent, pour v € V, A(u) € l©v + t>©l + y©V. 
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- Le coproduit est compatible aux produits dendriformes, au sens suiv- 
ant : pour tous x,y EV, avec la notation de Sweedler, 

A(x yy) = (x {1) * <g> (x (2 ) >- y (2 )) - (x * y) <g> (1 >- 1) + (x >- y) ® 1, 

(22) 

ef 

A(x -< y) = (x (1) * y (1) ) ® (x (2) H y (2 )) - (x * y) ® (1 -< 1) + (x -< y) <g> 1, 

(23) 

ou la soustraction des termes en 1 >- 1 et 1 ~< 1 est une notation commode 
pour signifier que dans la sommation de Sweedler, on doit omettre I'unique 
terme correspondant a x^) = V{2) = 1- 

On utilisera par la suite sans davantage de commentaires cette convention 
sur les termes non-existants en 1 y 1 et 1 -< 1. 

Si (W, -<,>-, A) est une bigebre dendriforme, alors W est en particulier 
une bigebre pour le produit associatif * et le coproduit A. 

On appelle bigebre dendriforme filtree (resp. graduee) une bigebre den- 
driforme munie d'une nitration (resp. d'une graduation) qui en fait a la fois 
une algebre dendriforme unitaire filtree (resp. graduee) et une cogebre filtree 
(resp. graduee). L'espace gradue associe a une bigebre dendriforme filtree est 
naturellement une bigebre dendriforme graduee. 



3.2 Elements primitifs d'une bigebre dendriforme 

Si C est une cogebre, on note Prim(C) le sous-espace des elements prim- 
itifs de C. On rappelle le fait remarquable, etabli par Ronco que les 
elements primitifs d'une bigebre dendriforme D forment une sous-algebre 
brace de D+ race . 

On aura besoin du lemme suivant dans les sections 5 et 6. 

Lemme 5 Soient (W, -<,>-, A) une bigebre dendriforme et xi,...,x n des 
elements primitifs de W . Alors 

n 

A(/ (xi, . . . , x n )) = / (xi, • • ■ , Si)® / (x i+ i, . . . ,x n ), (24) 

i=0 

ou on convient que /*() = !. 



Preuve : Par recurrence, a l'aide des formules (|22| ) et (P3), voir [20, 2.7], 
pour plus de details. □ 

Proposition 7 Si W = K ■ 1 ®V est une bigebre dendriforme, V ensemble 
Prim(W) des elements primitifs de W est une sous-algebre brace de Verace- 
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Preuve : II resulte aussitot de la definition que Prim W est contenu dans 
V. On renvoie a [20, Prop 2.8] pour la demonstration du fait que PrimVF 
est une sous-algebre brace. □ 



3.3 Lemmes 

Les lemmes suivants, qui sont des consequences directes des axiomes de 
bigebre dendriforme, jouent un role crucial pour la suite. 

Lemme 6 SiW = K-1©V est une bigebre dendriforme et I CV un coideal 
de W , alors V ideal dendriforme de V engendre par I est un coideal de W . 

Preuve : Soit / un coideal de W contenu dans V. II resulte des formules 
(PD et (H) que s(I) = I + V<I + I<V + V>-I + I>-V<ist aussi un 



coideal de W contenu dans V. On definit par recurrence 

s n (I) :=s(s"- 1 (^))- 

Les coideaux s n (I) sont inclus dans V et forment une suite croissante. Soit 
alors ©(J) l'union des s n (I) pour n > 1. C'est encore un coideal de W et il 
est clair que c'est l'ideal dendriforme de V engendre par I. Ceci termine la 
demonstration. □ 



Lemme 7 Soient D\ = K • 1 Df, D2 = K ■ 1 © deux bigebres dendri- 
formes et f : D\ — > D2 un morphisme d'algebres dendriformes unitaires. Si 
Df est engendree par V comme algebre dendriforme et si Aof = (/0/)oA 
sur V , alors f est un morphisme de bigebres dendriformes. 

Preuve : On a clairement A(/(l)) = (/ ® /)A(1). Considerons le sous- 
espace 

K := {x e D+ I A(/(x)) = (/ © f)A(x)}. 
Par hypothese, K contient V . On montre sans difficulte a l'aide des formules 



(|22|) et (|23[) que est une sous-algebre dendriforme de . Comme D± est 



engendree par V, on a K = D^, ce qui termine la demonstration. □ 

3.4 Algebres dendriformes libres 

On montre que les algebres dendriformes libres sont des bigebres den- 



driformes. Ce resultat a egalement ete obtenu par Maria Ronco [20|. On en 
presente ici une demonstration legerement differente qui utilise la presence 
d'une unite. On considere l'algebre dendriforme unitaire D (V) := K • 1 © 
D(V) oil D(V) est l'algebre dendriforme libre sur V. 

Le coproduit est celui introduit par Loday et Ronco dans 15] qui, stricto 
sensu, ne traite que le cas de l'algebre libre sur un generateur. L'extension 
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des resultats de |D| general est toutefois immediate, voir |2(| pour 

plus de details. On obtient ainsi la description suivante du coproduit A. 
Pour x,y G D(V) et v G V, on pose d'abord 

V 

xVy = xyv~<y. 
Alors, le coproduit A verifie, pour x, y G D(V) et v G V, 

A(x V y) = (x V y) <g 1 + (x (1) * y (1) ) <g {x {2) V y (2) ), (25) 

et il est entierement determine par ces relations et la condition A(l) = 1(g) 1. 
On remarque que le second terme du membre de droite contient V y). 

Proposition 8 L'algebre dendriforme unitaire D(V), munie du coproduit 
A, est une bigebre dendriforme. 

Preuve : On deduit de Pidentite x y (y y z) = (x * y) y z dans D(V) la 
formule suivante, pour x,w, z G D(V) et v G V : 

V V 

x y (w V z) = (x * w) V z. (26) 

Elle est encore valable pour x,w,z G D(V). 

Soient maintenant x,y G D(V). Comme on suppose que y G D(V), on 

peut ecrire de maniere unique y = w V z avec w, z G D(V) et v £ V. On a 
alors 

V V 

A(x y y) = A(x y (w V z)) = A((x *w) V z) 

V V 

= {{X * W) V Z) ® 1 + ((x * ttl)(l) * lg ((iC * W)(2) V 2(2))- 

Comme A est un morphisme d'algebres associatives, ceci est egal a 

{{x * w) V z) g 1 + (x (1) * «;(!) * z (1 )) ((x (2) * io (2) ) V z (2) ). (27) 

D'autre part, en utilisant la convention des termes fantomes en 1 y 1 (voir 
Def. |), on a 

0(1) * 2/(1)) ® («(2) >- y(2)) - * v) ® (! >- 1) + >- y) ® 1 = 

(a;(i)*(u) V z)(i))®(x(2) >- (w V z) (2) )-(x*(w V z))<g(l !>- l)+(x >- (to V z))(gl 

f V 

= (X * (w V z)) <g (1 J- 1) + (x (1) * W(i) * Z (1 )) <g (Z( 2 ) >- (10(2) V 2(2))) 

- (z * (w v z)) (8i (l y l) + (x y (w v 2)) <g 1 

= ((x * W) V 2) <g 1 + (X(i) * W(x) * (g ((X(2) * U>( 2 )) V Z( 2 )). (28) 

Ceci termine la preuve de la formule (p2|). La formule ( |23| ) s'en deduit 
par Pautomorphisme de symetrie gauche-droite des arbres plans. □ 
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4 Foncteurs adjoints et suites exactes courtes 



4.1 Foncteurs adjoints 

La definition de l'algebre dendriforme enveloppante passe d'abord par 
celle de l'adjoint a gauche du foncteur d'oubli Qerace qui associe a une 
algebre dendriforme l'algebre brace sous-jacente. La proposition suivante 
a pour vocation essentielle de rappeler la construction generale de ce type 
de foncteur adjoint, qui est sans difficulte et sans doute bien connue. 

Proposition 9 Soit 7 : V — > Q un morphisme d'operades. Le foncteur 
d'oubli r : Q — Alg — > V — Alg admet un adjoint a gauche, note Ur- 

Preuve : Soit P une P-algebre, on definit Ur(P) comme le quotient de la 
Q-algebre libre sur P, notee FqP, par le Q-ideal engendre par les relations 

l(e n )(Pi, ■■■,Pn)- e n {Pi, ■ ■ ■ ,Pn) (29) 

pour tous n > 1, e n & V(n) et p\, . . . ,p n dans P. On observe qu'il revient 
au meme de quotienter par ces relations pour des e n decrivant seulement un 
ensemble E de generateurs de V . 

Par construction, l'application naturelle de P dans FqP fournit un V- 
morphisme Tp de P dans U^{P). II faut verifier qu'il a bien la propriete 
universelle voulue. 

Soient D une Q-algebre et (f) : P — > un V- morphisme. Alors (f> 

se prolonge en un Q-morphisme : FqP — > D. Comme (j) est un un V- 
morphisme, $ se factorise en un Q-morphisme $ : Uy{P) — > D. On a claire- 
ment $ o rp = f Un Q-morphisme qui verifie cette relation est unique, car 
Ur(P) est engendree comme Q-algebre par Tp(P). 

On a done une bijection, donnee par la composition avec Tp, 

Hom P _Aig(P,r(L>)) ~ Rom Q ^ Mg (U r (P),D). 

On verifie sans peine que Ton obtient ainsi une equivalence de bifonc- 
teurs. Ceci demontre la proposition. □ 

La cas particulier qui nous interesse ici est le suivant : 

Corollaire 1 Le foncteur ()Brace de Dend — Alg dans Brace — Alg admet un 
adjoint a gauche, noteU. 

Explicitement, si B est une algebre brace, U{B) est le quotient de l'algebre 
dendriforme libre D(B) par l'ideal dendriforme engendre par les elements 

Y>(Corl„)(xi,x 2 , . . . ,x n+1 ) - Corl n (xi,x 2 , . . . ,x n+1 ), (30) 

pour n > 2 et x\, . . . , x n+ \ G B. 

Le cas des algebres braces libres B(V) est particulierement simple. On 
le developpe ici pour un usage ulterieur. 
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Lemme 8 Les algebres dendriformes U{B(V)) et D(V) sont isomorphes. 

Preuve : Le foncteur d'oubli Dend — Alg — » VectK est la composee 
des foncteurs d'oubli Dend — Alg — * Brace — Alg et Brace — Alg — > VectK. 
Comme l'adjoint d'un foncteur compose est la composee des foncteurs ad- 
joints, et que pour toute operade V, le foncteur "P-algebre libre est adjoint 
au foncteur d'oubli de V — Alg — » VectK, on obtient le resultat. □ 

4.2 Suites exactes courtes d'operades 

Soit P une "P-algebre. Alors, l'ensemble J des operations de V qui sont 
nulles dans P, c'est-a-dire le noyau du morphisme V — > End(P), forme un 
ideal (bilatere) au sens des operades. On cherche ici sous quelles conditions 
la nullite de certaines operations de V sur P peut se deduire de leur nullite 
sur un sous-espace V de P engendrant P comme P-algebre. 

On omettra ici les demonstrations des deux prochains lemmes, qui sont 
des exercices de manipulation des axiomes d'operades, sans surprises. Le 
lemme suivant justifie l'introduction de la notion d'ideal a gauche. 

Lemme 9 Soit P une V-algebre et V un sous-espace de P. L'ensemble des 
operations de V nulles sur V forme un ideal a gauche de V . 

Lemme 10 Soit P une V-algebre, V un sous-espace de P qui engendre P 
comme V-algebre et J un ideal de V . Si les operations de J sont nulles sur 
V , elles sont nulles sur P. 

Soient V une operade augmentee, V+ son ideal d'augmentation et 7 : 
V — > Q un morphisme d'operades. On note comme ci-dessus Ur l'adjoint du 
foncteur T de Q — Alg dans V — Alg induit par 7. On a alors la 

Proposition 10 On suppose que J , V ideal a gauche de Q engendre par 
7('P_i_) est un ideal. On note C V operade quotient de Q par J . Si P est une 
V-algebre annulee par V+, alors Ur(P) est une C-algebre, isomorphe a la 
C-algebre libre sur P. 

Preuve : Soit r l'inclusion de P dans Ur(P)- H resulte de l'hypothese 
et de la definition de Ur(P) que les operations 7(7'+) sont nulles sur r(P). 
Done, d'apres le lemme ^, les operations de J sont nulles sur r(P). Comme 
Ur(P) est engendree comme Q-algebre par t{P) et comme, par hypothese, 
J est un ideal, il resulte du lemme |l0] que les operations de J sont nulles 
sur Ur(P)- Par consequent, Ur{P) est une C-algebre. 

II reste a montrer que la C-algebre Ur(P), possede la propriete universelle 
de la C-algebre libre sur P. Soit Z une C-algebre et <j> : P — > Z un morphisme 
d'espaces vectoriels. Comme Z est aussi une Q-algebre, il existe un unique 
Q-morphisme 4> : FqP — > Z prolongeant 4>. Comme Z est une C-algebre, ce 
morphisme passe au quotient pour donner un Q-morphisme <p : Ur(P) — > Z 
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tel que <j> o r = <fi. Comme Ur(P) et Z sont des C-algebres, est un C- 
morphisme. Enfin, un tel morphisme est unique, car P engendre Ur(P) 
comme Q-algebre, done aussi comme C-algebre. □ 



5 Algebre dendriforme enveloppante 

5.1 Definition et coproduit 

On defrnit V algebre dendriforme enveloppante d'une algebre brace B, 
notee U(B), comme l'algebre dendriforme unitaire associee a U{B). 

Proposition 11 U(B) est une bigebre dendriforme. 

Preuve : Comme Prim(D(B)) est une sous Brace-algebre de D(B), les 
elements apparaissant dans (|30| ) appartiennent a Prim(D(i?)), et done fer- 
ment un coideal de D(B). Par le lemme ^, l'ideal dendriforme de D(B) 
engendre par ces elements est encore un coideal de D(B), done la structure 
de bigebre dendriforme de D(B) passe au quotient. □ 



On note B(V) l'algebre brace libre sur un espace vectoriel V. 

Par le lemme [8|, l'algebre dendriforme enveloppante IA{B{V)) est isomor- 
phe a D(V). On retrouve ainsi la bigebre dendriforme des arbres binaires 
plans, dans la terminologie de [15], voir le paragraphe 3.4. 



5.2 Cas des algebres braces de produits nuls 

On appelle algebre brace triviale une algebre brace dont tous les produits 
{ ? | ? } n sont nuls. 

On donne une description en termes d'objets classiques de l'algebre den- 
driforme enveloppante d'une algebre brace triviale. 



On note T C (V) la cogebre tensorielle sur V, voir [19, 1.4,1.5] pour la 
definition. On rappelle que T C (V) possede une structure de bigebre, ou le 
coproduit est donne par la deconcatenation et le produit commutatif par les 



battages, et telle que Prim(T c (V)) = V, cf [19, loc. cit.]. On rappelle deux 
proprietes classiques : T C (V) est la cogebre coassociative connexe colibre sur 
V et T C (V) est duale au sens gradue de l'algebre tensorielle T(V). 

On note Z(V) la Zin-algebre unitaire IK • 1 © Z{V). D'apres @ 7.1], 
Z(V)com s'identifie comme algebre commutative a T C (V). Par consequent, 
T C (V) est naturellement une algebre dendriforme symetrique et -^(^)com 
une bigebre. 

Soit maintenant V une algebre brace triviale. On a alors la description 
suivante de U{V) : 

Proposition 12 Soit V une algebre brace triviale. 



19 



- II existe un unique isomorphisme d'algebres dendriformes unitaires 9 : 
liiy) — > Z{V) qui est Videntite sur V . 

- De plus, 9 est un isomorphisme de cogebres. 

Preuve : Par la proposition |(| on peut appliquer la proposition 10 au mor- 
phisme ip : Brace — > Dend. Par la proposition ||, l'operade quotient est Zin. 
Par la proposition [lO], il existe done un unique isomorphisme dendriforme 
de U(V) dans Z(V) qui est l'identite sur V. Par le lemme [|, ce morphisme 
se releve de maniere unique en un isomorphisme d'algebres dendriformes 
unitaires de U(V) dans Z(V). On obtient la premiere assertion. 

II reste a verifier que le coproduit sur U(V) defini par la proposition [ll] 
coincide avec le coproduit de deconcatenation sur Z(V) = T C (V). Explici- 
tons pour cela l'unique Zin-morphisme de Z(V) dans U(V) qui fixe V. On 
montre sans difficulte que l'image du tenseur x\ ® X2 ® • • • ® x n est la classe 
de Pelement /* (x±, . . . , x n ). 

II resulte alors du lemme |5| que le coproduit sur U (V) correspond par 
l'isomorphisme a la deconcatenation dans Z(V). □ 

On en deduit immediatement le corollaire suivant, qui a aussi ete note 
par Ronco [20|. 

Corollaire 2 existe surT c {V) une structure de bigebre dendriforme dont 
la structure de bigebre sous-jacente est la structure usuelle de la bigebre des 
battages. 



6 Une equivalence de categories 

On montre dans cette section que le foncteur IA est une equivalence de 
la categorie des algebres braces dans celle des bigebres dendriformes con- 
nexes, de quasi-inverse le foncteur Prim. Ceci forme un equivalent dendri- 
forme/brace du theoreme de Cartier-Milnor-Moore-Quillen sur les bigebres 



cocommutatives connexes et les algebres de Lie [17, |T 



On dit qu'une bigebre dendriforme sur IK est connexe si la cogebre sous- 
jacente est connexe au sens de Quillen ||], e'est-a-dire si le coradical est K. 
et si la filtration par le coradical est exhaustive. 

Soit D une bigebre dendriforme et notons B le sous-espace des elements 
primitifs de D. D'apres la proposition [7|, B est une sous-algebre brace de 
-Dg racc . Par consequent, d'apres la propriete d'adjonction du foncteur U, 
on obtient un morphisme d'algebres dendriformes de U{B) dans D + , qu'on 
releve en un morphisme d'algebres dendriformes unitaires 9 de U{B) dans 
D. On a la proposition suivante. 

Proposition 13 9 est un morphisme de cogebres. 
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Preuve : La restriction de a B verifie A o # = 1 <g) + ® 1 = (6> (g> 6>) o A. 
Comme -B engendre U[B) comme algebre dendriforme, le lemme [7| permet 
de conclure. □ 

On rappelle le lemme classique suivant. 

Lemme 11 Soit f : C — » C un morphisme de cogebres. Si C est connexe 
et si f restreint aux primitifs de C est injectif, alors f est injectif. 

Preuve : Voir Appendice B, Prop. 3.2] ou [g, Th. 2.4.11]. □ 

La proposition suivante joue un role crucial dans la suite. 

Proposition 14 Soit B une algebre brace, alors U[B) est isomorphe comme 
cogebre a T C {B). Par consequent, PrimU(B) = B. 

Preuve : On definit une application lineaire / de T C (B) dans U(B) par 
f(x\ ® ■ ■ ■ <g> x n ) =/ (xi, . . . , x n ). Par le lemme ^, / est un morphisme de 
cogebres. Comme la cogebre T C {B) est connexe et / injectif sur B, le lemme 



11 entraine que / est injectif. 

D'autre part, la bigebre dendriforme U(B) herite comme quotient de 
D{B) d'une structure de bigebre dendriforme filtree. En notant J le noyau 
du morphisme D(B) — > 14(B), c'est-a-dire l'ideal dendriforme de D(B) en- 
gendre par les ^(Corl^) — Corl n , on voit aussitot que l'ideal grj de D(B) = 
grD(B) contient les elements ^(Corl^). Par consequent, grU(B) est un quo- 
tient de U(Bq), ou Bq designe B munie de la structure brace nulle. Comme 
U(Bq) ~ T C (B) comme bigebre dendriforme, il en resulte que gr 11(B) 
est engendre comme espace vectoriel par les elements / (xi, . . . ,x n ). Par 
consequent, U(B) est aussi engendre comme espace vectoriel par ces elements, 
done / est surjective. □ 

On peut maintenant demontrer la proposition suivante. La preuve s'in- 



spire de celle donnee par Quillen dans [18, Appendice B, Th. 4.5]. 

Proposition 15 Soit D une bigebre dendriforme supposee connexe comme 
cogebre et B := Prim(D) V algebre brace des primitifs de D. Alors on a un 
isomorphisme naturel de bigebres dendriformes U(B) — > D. 

Preuve : II s'agit de montrer que le morphisme de bigebres dendriformes 
naturel 6 de U(B) dans D est bijectif. 

Comme U(B) ~ T C (B) comme cogebre, U(B) est connexe. Comme est 
injectif sur B, est injectif par le lemme |ll|. Par consequent, en choisissant 
arbitrairement un supplementaire de U{B) dans D, on voit qu'il existe une 
application lineaire n : D — > B telle que tt o soit la projection canonique 
p : U(B) — > B. Mais, comme li(B) ~ T C (B) comme cogebre, elle a la 
propriete universelle de la cogebre connexe colibre, c'est-a-dire il existe un 
unique morphisme de cogebres g : D — > U(B) tel que p o g = n. Comme 
D est connexe par hypothese et que g restreint aux primitifs B de D est 



injectif, g est injectif par le lemme 11. 
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D'autre part, gocf) est un endomorphisme de la cogebre U (B) tel que go(j)o 
p = p, done par la propriete universelle, gotf) = Id, done g est aussi surjectif. 
On conclut que g est bijectif d'inverse <f), done (j) est un isomorphisme de 
bigebres dendriformes, ce qui termine la demonstration. □ 



En combinant les propositions 14 et 15, on obtient le theoreme principal. 



Theoreme 1 Le foncteur B 1— > U{B) est une equivalence entre la categorie 
des algebres braces et celle des bigebres dendriformes connexes, le foncteur 
quasi-inverse etant D 1— > Prim(Z)). 
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